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0 Uvod - aneb co nas ¢eka

Prednaska se zabyva zékladnimi matematickymi metodami prace s daty, vzniklymi nebo
Fizenymi néjakym nahodnym mechanismem. Nicméné na rozdil od zékladni prednasky z
pravdépodobnosti a matematické statistiky se zde budeme zabyvat ¢asovymi daty, hlavné
Casovymi fadami. Tedy daty, které maji podobu dvou posloupnosti (¢1,t9,...tx) - ¢asovych
okamziki, ve kterych jsme provadéli pozorovani a (zy,, t,, ..., s, ) - odpovidajicich hodnot
v téchto ¢asech pozorovanych.

Zafneme prostym vyrovnavanim dat, kdy se vhodnou tdpravou dat snazime docilit toho,
aby upravena data lépe vystihovala pozorovany jev (snazime se riznymi metodami zbavit
nepodstatnych ,nahodnych fluktuaci a ziskat vyrovnana data ukazujici hlavni trend). Pfi
tomto zpisobu analyzy nepouzivame zadny stochasticky model pro mechanismus generujici
pozorovana data.

vvvvvv

popisujici vyvoj celkové velikosti populace nebo celkového mnoZstvi nééeho (napf. rezervy
penzijniho fondu). Model je sice deterministicky (dany FeSenim diferencialni rovnice popisu-
jici zavislost mezi velikosti a rychlosti ristu populace), takze se v podstaté opét snazime o
prolozeni dat néjakou k¥ivkou, ale nyni uz mame tvar oné kiivky dany predem (nasim mo-
delem - rustovym modelem danym diferencialni rovnici), mame pro tu kfivku interpretaci,
méame interpretaci i pro parametry té kiivky.

Ve tfeti kapitole se podividme na linearni soustavy a zaklady linedrni regulace. Linearni sou-
stava transformuje vstupni posloupnost stavi na vystupni posloupnost stavi a vztah mezi
vstupni a vystupni posloupnosti je linearni (¢leny vystupni posloupnosti jsou linearni kom-
binaci (Casti) vstupni posloupnosti). Vystup v ¢ase ¢t miZe zaviset na ¢asti nebo na ,celé
minulosti‘ vstupli do ¢asu t. Budeme zkoumat stabilitu linearnich soustav, tj. jestli se vy-
stupni posloupnost vraci do rovnovazného stavu i pti urcitych vykyvech posloupnosti vstupni.
Jako pfiklad si ukédZzeme zjednoduSeny model nabidky a poptavky. Tim zakonc¢ime povidani
o deterministickych modelech a presuneme se k modelim stochastickym ¢ili ndhodnym.

Zacneme Markovskymi fetézci. Markovsky fetézec je posloupnost ndhodnych veli¢in, tedy
stav Markovského fetézce v daném cCase je ndhodné veli¢ina. Nicméné struktura ndhodnosti je
tu velmi jednoduché. Pravdépodobnostni rozdéleni stavii Markovského Fetézce v budoucnosti
je totiz zcela ur¢eno jeho stavem v piitomném okamziku — tj. pfi znalosti soucasného stavu
jsou minulost a budfile:///usr/share/ubuntu-artwork /home/index.htmloucnost Markovského
fetézce (procesu, jenz Markovskym fetézcem modelujeme) nezavislé. Ukazeme si jak 1ze takové
modely vyuzit v pojistovnictvi.

V paté kapitole se tak trochu vratime k analyze ¢asovych posloupnosti z kapitoly jedna, ted
uz oviem vybaveni stochastickym modelem pro ¢asové fady, ktery mé také linearni strukturu
obdobnou té v kapitole 3, a budeme se zabyvat i predikci budoucich pozorovani v ¢asovych
radach.

Na zéveér si v Sesté kapitole ukdzeme model, ktery se lisi od vSeho vyse uvedeného. Protoze
vSechny modely, které jsme zatim predstavili, vypadaly tak, Ze v pevnych ¢asovych okamzicich
jsme pozorovali realizaci néjaké nahodné veli¢iny, a zajimala nas velikost této veli¢iny. V
posledni kapitole budeme zkoumat situaci, kdy v nahodnych ¢asovych okamzicich se vyskytuje
néjaka udalost. Cili predmétem naseho zkouméni nejsou ony udalosti jako takové, ale Casy
jejich vyskytu, resp. pocet takovych udélosti k n&jakému pevnému datu (Skodné udélosti v
pojisténi). Takové situace se daji modelovat pomoci Poissonova procesu, pfipadné slozeného



Poissonova procesu a jako aplikaci si ukédZeme analyzu systému hromadné obsluhy.

1 Vyrovnavani dat

|y [@a |- [ @ |
‘yl‘y2"" ‘yn
tdaje) a my chceme data prolozit néjakou ,hladkou funkei®, ktera by vystihovala hlavni
vlastnosti dat, ale ignorovala malé fluktuace a nepiresnosti.

Nase pozorovani jsou déna tabulkou c¢isel (kde z; ¢asto byvaji Casové

1.1 Metoda nejmensich ¢tverci

Zde volime tvar hladké funkce predem, napiiklad jako pfimku z +— a 4 bx mnebo parabolu
x — a + br + ca? . Parametry kiivky a,b,c,... uréime jako ty, které minimalizuji soucet
¢tvercli odchylek mezi kiivkou a daty.

Prokladani pifimkou z +— a+ bx

Vyrovnana data budeme znacit
Ji:=a+bx;, proi=1---n (1)

Rezidualni soucet ¢tverci budeme oznacovat file: // /usr /share /ubuntu-artwork /home/index.html

n n

S(a,b) := Z(y, — ) = Z(y, —a — bx;)2.

i=1 i=1

Tato funkce (a,b) — S(a,b) je hladka a konvexni. Existuje-li jeji minimum, lze ho ziskat

FeSenim rovnic g—g =0, % = 0. Odpovidajici rovnice lze zapsat ve tvaru
n n
d (wi—a—bx) =0, > (yi—a— bz =0. (2)
i=1 =1

Pro dalsi vypocty budeme pouzivat znaceni

1 ¢ 1 ¢
@::EZyi, E::EZ:EZ-.
i=1 i=1

Prvni z rovnic v (2) lze tak pfepsat do tvaru

y=a+ bT. (3)
Druhou rovnici v (2) lze s pouzitim (3) upravit takto
0= Z(yi —J+y—a—br;+bT —bT)(x; —T+T) = Z(yi Pz —T) — bZ(ﬂci _ 7).
=1 i=1 i=1
Odtud plyne
i Wi =) —7) YL yiwi — nyT
b= n - - n 2 —9 - (4)
> iy (i —T)? Yo xi —nT

Pfimka x +— a + bz, kde parametry a,b spliuji (3),(4), je pak hledanou pfimkou. Vyrovnané
hodnoty ziskdme dosazenim do (1).



Prokladani funkci tvaru x — ay fi(x) + - + apfr(x), k<n

V tomto piipadé dame prednost vektorovému zépisu y := (yi,--- ,yn)T € R™, podobné
§:= (91, ,9n)’ € R™. Defini¢ni rovnost pro vyrovnané data
Ui = arfi(@i) + - +apfe(zi), i=1,---,n (5)

tak lze pfepsat do maticového tvaru
g=Fa, kde F = (f](a;,))?]k:l akde a=(ay,---,a) € R~ (6)
Tento zapis lze rozepsat nasledujicim zptisobem

i filzr) -+ fr(zr) ay

Rezidualni soucet ¢tverct je pak mozné vyjadrit ve tvaru

2
n n

k
S@ =Y wi—0)"=_ (vu-> aifi@)| =@w=9)"(w-9) =@y-Fa) (y—Fa). (8)
j=1

=1 i=1

Véta 1 Vektor a € R je bodem globdlniho minima funkce S(a) prave tehdy, kdyz a je Fesenim
soustavy normdlnich rovnic
FTFa=FTy. (9)

Hodnota vyrovnangch dat § := Fa, kde a je FeSenim (9), nezdvisi na volbé Feseni a. Rovnice
(9) ma vZdy alespoti jedno FeSent.

Diikaz: Necht a je feSenim soustavy (9). Pak

S(a) = (y — Fa)T(y — Fa) = (y — Fa+ Fa — Fa)" (y — Fa + Fa — Fa) (10)
=S@)+(y—Fa)TF(a—a)+ (@a—a)TFT(y— Fa)+ (@ —a)"FTF(a —a). (11)
file:// /usr/share/ubuntu-artwork /home/index.html Z pfedpokladu, Ze a je feSeni (9), plyne,
ze
F'(y—Fa)=Fly—FTFa=0 (12)
a odtud pak plyne
S(a) = S@) +[|F(a—a)|. (13)
Bod a je tedy skuteéné bodem minima funkce S.

Existence n&jakého feseni: Hodnost rozsifené matice soustavy (9) (ma rozméry k x (k+1))je
podle véty o dimenzi jidra a obrazu rovna

WFTF FTy) =k —dim{a e R* : o TFTF =0, FTy = 0} (14)
=k —dim{a € R¥: FTFa =0, Fa = 0} (15)
=k —dim{a € R*: FTFa =0} = h(FTF), (16)

nebot hodnost FTF je stejnéa jako hodnost matice F a tedy F? Fa = 0 pravé kdyz Fa = 0.
Existuje tedy alespon jedno feSeni a soustavy (9).



Bud nyni @ bodem globalniho mimima funkce S. Pak z rovnice (13)
min S = S(a) = S(a) + ||F(a — a)||* = S(d) = min S.

Tedy Fa = Fa takze kazdy bod globalniho minima funkce S splituje rovnici (9) a vyrovnana
data F'a nezavisi na volbé a. g

Poznamka: Je-li matice FTF regularni, pak vyrovnana data obdrzime ze vztahu § := Hy,
kde H := F(FTF)~'FT. Obecné neni nutné predpokladat, Ze x; jsou ¢isla, mohou to byt
napi. dvojice ¢i [-tice ¢isel.

Priklad: Prokladéni pfimkou =z — ai + aox

V tomto pripadé fi(z) =1, fo(z) =2

—
8

[y
—_

x1
F=1,z)=| , kdel=| : akde z = : (17)

Pak

17 171 17 nox
Frr={" Jax=("" ""]=_) ijl . (18)
T 1 iz Yorix oy

Prislugna inverze je pak tvaru

(FTF)_l _ 1 ( Z?:l 1'22 _Z?ZI Ty ) ] (19)

- n 2 _ 272
ny . x; —n’T

1’ 1” Do Yi
()=o) =) &

Prislusné koeficienty a1, as pak ziskame

< ai ) _ 1 < yZ?zl :Ez2 _EZ?:l LilYi > (21)
- 2 nE2

as D1 T — Do TiYi — NTY

Matice FTy je tvaru

Odtud plyne
Z?zl TiY; —NTY

VT )

a
ay = 7 (il — ”zf;:)l ;;_(%%%1 Tiyi —NTY) _ 7 — asT, (23)
coZ presné odpovida vztahii m (3) a (4). O



Pravdépodobnostni interpretace: regresni model*

Piedpokladame, ze posloupnost y := (yp,--- ,yn)T je realizaci ndhodného vektoru Y :=
(Y1, ,Yn)T vyhovujici linearnimu modelu

Y = Fa+e, (24)
kde nahodny vektor e = (ey, - - - ,en)T maé slozky s nulovou st¥edni hodnotou a var e = 021,

kde I je n x n-rozmérna jednotkova matice a o2 > 0.

Poznamka: Zapis (24) iiki, 7e vektor Y ma stiedni hodnotu Fa a varianéni matici o21.
Pravé tato linearni zavislost! stiedni hodnoty EY = (EY,- - - ,EYn)T na vektoru parametri
a=(ay, - ,a) je divodem, pro¢ se modelu ¥ika linearni.

Véta 2 Necht matice FTF je requldrni a necht H € R™™ je matice takovd, e HF = F.
Necht ndhodny vektor Y vyhovuje modelu (24). Oznacme

Y:=HY a Y:=HY, kde H:=F(FTF)~'FT. (25)

Pak EY = EY = EY = Fa, navic E||Y — EY|]? < E||Y — EY|]? < oo, pFidemZ rovnost
nastdvd prdve tehdy, kdyZ Y =Y skoro jiste.

Diikaz: Ziejmé EY = Fa. Dale EY = HEY = HFa = Fa. Podobné EY = HEY = Fa,
nebot HF = F. Navic,
E||lY —Fa|?=E(Y =Y +Y - Fa)'(Y =Y +Y — Fa)

=E||Y - Y|P+ EY —-Y)I(Y = Fa) + E(Y — Fa)'(Y = Y) + E||Y — Fal)>.

Prvni ¢len pravé strany je vizdy nezaporny. Je nulovy pravé tehdy, kdyz YV = Y skoro jisté.
Zbyvéa tedy ukazat, ze druhy a tieti ¢len jsou rovny nule. Oba jsou matice fadu 1 x 1, pficemz
jeden z druhého (z formélniho hlediska) ziskdme transponovanim. Z faktického hlediska to
znamena, ze oba ¢leny jsou si navzajem rovny.

Podle (25)

nebot HF = HF = F. Dale

Y —Fa=H(Fa+e)— Fa= He.

Odtud

~ A A~

EY —Y)(Y — Fa)T = E(H — H)ee' HT = (H — H)(c?I)H = 0?>(HH — H) = 0 € R"™",

nebot HH = H> = H = H”  kde H = F(FTF)~'F. O

LJin4 linearni zavislost na vektoru a = (ay, - - ,ak)T nez zéavislost tvaru a — F'a kde F' matice s k sloupci
neexistuje (pokud ma byt vysledkem této zavislosti kone¢né rozmérny vektor ¢isel).



Po ¢astech parametrické vyrovnavani - splajny (spline)

Zatim jsme vyrovnévali data pomoci pfedem dané kiivky, zévislé na nékolika maéalo para-
metrech (napf. parabola). Nyni budeme vyrovnévat pomoci kiivek jez jsou flexibilngjsi —
v jednotlivych predem zvolenych intervalech je kiivka definovana ruzné, ale jako celek si stale
zachovava urcitou ,hladkost”, vyjadfenou pomoci spojitosti derivaci az do urc¢eného radu.

Definice 1 Bud ddna posloupnost bodi {u; };’"”:1 , ty nazveme uzly. Splajnem 7ddu k nazveme
funkci f, kterd je v kazZdém intervalu [uj,w;i1] polynomem stupné k a kterd md v celém
definicnim oboru spojité derivace aZ do Tddu k — 1.

Po ¢astech parametrické vyrovnavani si ukdZzeme na p¥ipadu kubického splajnu (splajnu fadu
3). Za¢neme piipadem dvouobloukového splajnu.
Nejprve zvolime index k € {1,--- ,n} a tim i odpovidajici uzel x. Vyrovnané hodnoty ¥;

budeme definovat jako f(x;) proi € {1,--- ,n}, kde

f(z) = cog+ a1z + co2?® + c32®, pokud z < xy (26)

=g + 17 + oz + 32 + d(z — x1,)3, pokud z > . (27)

Funkce f méa tim padem spojitou druhou derivaci (i v bodé xj — ovéfeni pfenechavame

¢tenafi). Hodnoty parametri cg, - - - , c3, d volime tak, abychom minimalizovali hodnotu
k n
2 3)2 2 3 3)2
(yi —co — C1x; — CoTy — c;;xi) + E (yZ —co — c1x; — coxi — 3wy — d(x; — wy) ) .
i=1 i=k+1

Ziejmé jde o metodu nejmensich ¢étvercu s matici

1 = x? 3 0
F=|1 zp 2t 2l (wp —a)?
1 =z, x2 3 (2, — x1)3
Zbyva tedy Tesit soustavu normélnich rovnic
n 2T >} PO > (@i —fﬂk)i > Yi
2T P P P > wi(w — ap)3 > TiYi
2 4 2 EY 2
>} PIEH >} > xf > (zi —an)g > wyi
Swi—ar)t Ywi(w —ae)d Yad(wi—a)t Yad(w —ae)d (@ — o))’ | X — )i

kde (7; — 1)1 = I(g;—ay)>0(Ti — T) znaci kladnou ¢ast &isla (z; — zy).

Pro obecny p-obloukovy kubicky splajn postupujeme obdobné, volime p — 1 uzli a p + 3
parametri ¢, c1, 2, c3,d1,. .. dp_1.



1.2 VazZena metoda nejmensich ¢tvercu™

Je rozsifenim metody nejmensich ¢tvercti a umoziiuje dat nékterym pozorovanim vétsi ¢
mensi vahu, zohlednujici napfiklad dulezitost nebo duvéryhodnost jednotlivych pozorovani.

Kritériem pro metodu vazenych nejmensich ¢tverci je minimalizace
n
“ N2
Z wi(yi — i)° (28)
i=1

kde w; > 0 jsou nami volené vihy a ¢; jsou jako obvykle vyrovnané hodnoty. Ozna¢me
W = diag {w1, - ,w,} prislusnou diagonalni matici sestavenou z jednotlivych vah. Hodnotu
(28) lze zapsat ve tvaru

Swia) =y —9)"W(y—19) = (y—Fa)"W(y — Fa). (29)

Doted jsme pouzivali znaceni §j = Fla, tj. vyrovnané hodnoty zavisely na hodnoté parametru
a € RF. Od této chvile budou vyrovnané hodnoty odpovidat hodnoté parametru @ ziskané
minimalizaci vaZenych nejmensich ¢tverci (29).

Soustavu normélnich rovnic ziskdme derivovanim hodnoty
Sw(a) =y Wy -2 FTWy + o' FTW Fa (30)
a porovnanim s nulou ve tvaru
0=—2FTWy+2FTWFa resp. ve tvaru FIWFa=FTWy. (31)

Plati obdobné véta jako pro normélni metodu nejmensich ¢tverci:

Véta 3 Vektor a € R¥ je bodem globdlniho minima funkce Sy (a) prdvé tehdy, kdyz a je
resenim soustavy normdlnich rovnic (31). Hodnota vyrovnanych dat § := Fa, kde a je Fesenim
(31), nezdvisi na volbé fesent a. Rovnice (31) md vZdy alespori jedno FeSend.

1.3 Klouzavé priaméry

Klouzavé praméry (KP) jsou schopny postihnout trend v datech - tj. smér a miru pohybu
pozorovanych hodnot (bez toho, Ze bychom méli pro trend né&jaky specificky model). Data
vyrovnavaji pouze lokalné, tj. v daném bodé se vyrovnana hodnota pocita pouze z nékolika
okolnich hodnot, nikoli z celé pozorované rady.

Na zékladé dat y = (y1,--- ,yn)” ziskdime vyrovnané hodnoty ¢; predpisem
T
Qi:: Z ajyi+j7 proj:r—i—l,---,n—r, (32)
Ji=—r
kde vahy (a—,- - ,a,) spliuji Z;:_T a; = 1. Cislo 2r + 1 nazveme délkou klouzavého pri-

meéru.



Klouzavé aritmetické prameéry

9 . . ., . o 1
VSechny véhy a—,- -+, a, jsou stejné a jsou rovny hodnoté 5.

Vyrovnana hodnota je tedy opravdu jen prosty prumér z 2r 4+ 1 okolnich hodnot. Vyhodou
klouzavych aritmetickych priméri je, ze vSechny vahy jsou nezdporné, nevyhodou, Ze neni
vyrovnan pocateéni a koncovy tsek dat.

Konstrukce KP vyrovnavanim tusekt polynomy

Vahy klouzavych primért volime tak, ze aproximujeme 2r+1 ¢lent fady v¢—r, .-, Yty - - - Yetr
vhodnym polynomem (fadu k) a hodnotu tohoto polynomu v bodé ¢ pouzijeme jako vyrov-
nanou hodnotu ;. Cislo k nazyvame rad klouzavého priméru.

K tomu, abychom dospéli k piislusnym vaham pro klouzavé praméry délky 2r + 1 a fadu k
budeme uvazovat model

yt+u:co+clu+02u2+~-+ckuk pro U= —T," ,T.
Maticové to lze zapsat ve tvaru

Ytr 1 —r (=r)2 - (—r)F o
yt = : =1 : : : : : (33)
Yitr 1 r 2 s r Ck

Skutecéné vyrovnané hodnoty pak obdrzime dosazenim u := 0
Ot = co+ cru+ cou® + -+ + ckukluzo = ¢p. (34)

Parametry cq, - - - , ¢ ziskime metodou nejmensich ¢tverct.

Priklad: Kubicky polynom k = 3, r = 2. Uvazovany model je tvaru

Yiru = €0+ c1u + cou® + - - - + c3u’. (35)
K volbé parametrii cg, c1,co, c3 pouzijeme metodu nejmensich ¢tvercii. Nejprve sestavime
matici
1 -2 4 -8
1 -1 1 -1
F=|1 0 0 0 . (36)
1 1 1 1
1 2 4 8
Parametr ¢ = (¢, -+ ,c3)" dostaneme jako FeSeni soustavy norméalnich rovnic
FT'Fe=F"yy, kde yi = (Yi—2, Y1—1. Yt Yer1, Yer2) (37)
prot=3,--- ,n — 2. Projekéni matici H obdrzime pomoci vzorce
69 2 -3 2 -1
7 3 35 35 70
2 2t 12 -8 2
35 35 35 35 35
_ T -1 0T _ -3 12 17 12 -3
H=FF'F) F = = 3 3 3 3 (38)
2 -8 12 21 2

3 3 35 35 35
-1 2 =3 2 69
70 35 35 35 70

10



Vyrovnana hodnota ¢; = ¢g je pak rovna soucinu prostfedniho fadku a sloupcového vektoru
Yi

1
i = 5=(-3,12,17,12,-3)y;, (39)

prot=3,---,n—2. O
Pro klouzavé pruméry zkonstruované vyrovnavanim tsekd polynomy obecné plati, Ze:
- soucet vah je roven 1

- véhy jsou symetrické kolem prostiedni hodnoty

- pro sudé k je klouzavy pramér fadu k a k + 1 stejny.

Pocateéni a koncové tseky fady (tedy ¢t < r a t > n — r) nemiZeme proloZit pomoci vzorce
(34), protoze nemame k dispozici odpovidajici y;. PouZijeme proto prokladani ,prvnim a
poslednim moZnym polynomem*

Ptriu = Co + LU + cou® + - - —I—Ckuk, U= —T, - ,T, (40)

:gn_r+u:CO+61U+CQU2+"'+CkUk, U= —=r--,7 (41)
koeficienty spocitame opét metodou nejmensich ¢tverca.

Dosazenim u = r + 1 do rovnice (41) s odhadnutymi koeficienty dostaneme predpovéd na
jeden krok dopredu. Tento postup lze ale pouzit jen pro kratkodobé predpovédi.

Poznamka: Pocatecni, koncové a predpovédni klouzavé primeéry se lisi pro fady k a k + 1.

Priklad - pokracovani: Hodnoty y,_1,y, lze vyrovnat proklddanim polynomu
gn—2+u =cCp+Cru+ C2U2 + C3u37 U = _27 _17 07 17 2. (42)

Uvédomme si, ze metodou nejmensich ¢tverci dojdeme ke stejné projekéni matici H jako
v (38) a tedy

. 1 R 1
Yn—1 = £(27_87 127277 2)yn—27 Yn = 7_0(_1747_6747 69)yn—2 (43)
Obdobné dojdeme ke vzorciim pro zacatek fady
1 1
go = —(2,27,12,—-8,2 j1 = — 4,-6,4,—1)ys. 44
Y2 35( ) 77 ) 87 )y37 U1 70 (697 ) 67 ) )y3 ( )

Piedpovéd o jeden krok dopiedu ziskdme pouzitim hodnoty u = 3. Pfislusné koeficienty 1ze
ziskat néasledujicim zptisobem

411 4 14 16
1 2 93 FTF —1FT: I ——— 45
( ) 37 3 ) 3 )( ) 57 5 ) 57 5 ) 5 ( )
Predpovéd o jeden krok dopiedu pak vychéazi ve tvaru
1
Unt1 = 3(_4’ 11,—4,-14,16)y,—2. (46)
g
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1.4 Whittacker-Hendersonova metoda

P1i vyhlazovani jsou vétsinou v protikladu dva pozadavky:

- dosahnout dobré shody mezi daty a vyrovnanymi daty (tedy co nejmensi (pramérna
kvadratickd) odchylka vyrovnanych hodnot ¢; od ptivodnich hodnot y;.)

- vyrovnané data by méla byt co nejvice ,hladka* (tedy co nejmensi variace vyrovnanych

hodnot).

Whittacker-Hendersonova metoda umoziuje hledat kompromis mezi témito dvéma poza-
davky.

Vyrovnané hodnoty totiz uré¢ime tak, aby minimalizovaly hodnotu

n n

M= (-0 +h > (A" (47)

=1 i=r+1

kde h > 0 je parametr, ktery neodhadujeme, ale volime. Symbol
ATy = A" g — AT,
oznacuje rekurzivné definovanou r-tou zpétnou diferenci posloupnosti 3;, kde
A%i=gi a  Algi=Ag= g — g1

Tuto zpétnou diferenci lze zapsat pomoci binomické formule

Aryi:(g)@i_<;>@i—1+"’+(_1)r<:>gi—r (48)

Prvni ¢len ve vzorci (47) tedy méii shodu mezi y; a ¢; a druhy ¢len hladkost vyrovnani pomoci
diferenci r-tého fadu (r se vétsinou voli 2,3 nebo 4). Parametr h > 0 volime podle toho, jestli
klademe vé&tsi diraz na shodu nebo na hladkost.

Abychom byli schopni vyjadfit hodnotu M maticové, definujeme matici K rozméru (n—r)xn

(-1 - _<1> 1 0

Pak lze psat
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Matice druhych derivaci M podle §; je 2(I + hKTK), coz je positivné definitni matice,
tedy bod ve kterém VM (y) = 0 je bod lokélniho minima funkce M. Derivovanim podle ¢
obdrzime

91" O
Bod § = (I + hKTK)~1y je tak bodem minima M na R".

(aM aM) = V;M(9) = 2§ — 2y + 2hKT K7j. (51)

Poznamka: Podobné jako u metody nejmensich ¢tvercti bychom mohli jednotlivym hodno-
tam g; prifadit riznou vahu. Misto M bychom pak minimalizovali hodnotu

My = (5 -y W@ -y + 9" K"Ky, (52)

kde W je diagonélni matice obsahujici na diagonéle p¥islusné vahy. Odpovidajici minimum
je pak tvaru
=W +hKTK) 1y, (53)

2 Diferencialni rovnice

2.1 DModely riastu

V této kapitole budeme zabyvat jednoduchymi modely ristu (populaci, objemt né&jaké ko-
modity atp.) Funkce y(t) > 0 bude oznacovat velikost populace v ¢ase t. A model bude uréen
diferencialni rovnici, ktera udava zavislost rychlosti ristu v ¢ase t (popsany derivaci %) na

velikosti populace v ¢ase t.

Diferencialni rovnice bude vzdy tvaru
dy Y
A 4 54
at — Y (k) ! (54)
kde g je dana funkce a a, k > 0 jsou konstanty resp. parametry. Nase modely budou tedy vzdy

obsahovat ¢ast odpovidajici linearni zévislosti rychlosti ristu na souc¢asné velikosti populace,
ale tato zavislost bude korigovana zvolenym tvarem funkce g.

Exponencialni rast

g(z) = 1. Prislusna diferencialni rovnice je pak tvaru
d
d—i —ay, a>0. (55)
Jeji TeSeni je tvaru
y(t) = be™,

kde a, b jsou parametry. Toto je klasicky model neomezeného ristu.

Logisticky rust

g(z) =1 — . Diferencialni rovnice

d
Y ay(1—

7 (56)

Il
SN—
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ma TeSeni ve tvaru

B k
14 be—at’

kde a,b,k > 0 jsou kladné parametry zajistujici, Zze vysledna funkce y(t) bude rostouci.
PovSimnéme si, Ze plati

y(t) (57)

O<y(t)<k, teR lim y(t) = k.

t—o00

Rist podle logistické funkce je tedy omezen satura¢ni hodnotou k£ a odpovidé situaci, kdy
mé populace k dispozici jen omezené zdroje.

Gompertzova krivka

g(z) = — Inz. Diferencialni rovnice

dy

i In(y/k) (58)

ma TresSeni ve tvaru
y(t) = kexp{be‘at},

kde a,k > 0, b < 0. I tato funkce je rostouci, ma satura¢ni droven rovnu k, ovSem funkce
neni symetricka kolem inflexniho bodu, jako tomu bylo u logistického ristu. Tento model se
pouziva k vyrovnavani tabulek tmrtnosti ((1 — y(t)) ~ pocet lidi dozivajicich se ve&ku ).

Urceni parametri logistické kifivky metodou Pearl-Reeda

Dvoufazova metoda, nejdiive v prvni fazi ur¢im hrubé odhady parametra, které pak v druhé
fazi ,opravim®. Opravu mohu provést i nékolikrat iterativné.

Féaze (a) - hruby odhad:

Data rozdélime do tii skupin oddélenych tretinovym a dvoutietinovym kvantilem o pfiblizné
velikosti [. Data v kazdé skupiné zprimérujeme (na hodnoty ¥g,7;,7s) a takto vzniklymi
tfemi body prolozime logistickou krivku

ko

() = Tt
pricemz soufadnice bodi ¢ volime postupné 0,17, 2l. Musi tedy platit rovnice

k-7 k-7 k-7
In Yo =ap, In %1 =ayp—ail, In _y2

Yo U1 Ya

= ag — 2(11[. (59)

Pokud odhadneme k¢ pomoci kvadratické aproximace logistické funkce

_ 2509172 — H1(Ho + Ja)
Yol — U1

ko : (60)

miizeme uz snadno dopoditat aq z

a1:%<lnk0__y0—lnk0_yl>, (61)




a hodnotu ag obdrzime z prvni z rovnic (59).

Féaze (b) - Opravime hodnoty pomoci metody nejmensich ¢tverc.
Zavedeme novou parametrizaci

N d
W= e
kde
a=ay+e, b=cl, k=d/c (62)
Pro malé hodnoty ¢ lze psat e ¢! ~ 1 — et. Timto zptisobem piechdzime k modelu
d
Y, ~ i=1,---,n. (63)

c+euti(1 —et;)’
Po upravé dostaneme model v linearnim tvaru
ytie_alti ~d—cy, + stiytie_alti. (64)

Metodou nejmensich ¢tverci dostaneme nové parametry

d
c | =F'F) T, (65)
e
kde
1 —y tiyye ™ Yy e
F=]:1 ; a Y= ; (66)
L —yn toyp,e”*n Y, e Mt

Nyni dosazenim do reparametrizace (62) ziskdme opravené hodnoty parametri.

Urcéeni parametri logistické kiivky Newton-Raphsonovou metodou
NR metoda spociva v minimalizaci prumérné kvadratické odchylky pozorovanych hodnot od
modelu. K této minimalizaci je pouzito klasické Newtonovy metody.
Ukolem je tedy nalézt minimum funkce
n k 2
S(k,b,a) = j— ———— 67

Piedpokladame, ze mame k dispozici pocatecni hodnoty (ko, bg, ag), které jsou relativné blizko
skuteénym parametrim. Tyto hodnoty miiZzeme ziskat napf. pomoci predchazejici metody.

Myslenka Newtonovy metody ve zkratce: S(k,b,a) si rozvineme v Taylorovu fadu druhého
fadu kolem bodu (ko, bo, ap)

S(kv b> CL) = S(k’o, b07a0) + VS(]{?(], b07a0)(k7 - kOv b— b07a - aO)T—I_

1

5 (k= Fo, b= bo, a — ag) VS (ko, bo, ao) (k = ko, b — bo, a — ao)",
a hledame bod, kde VS(k,b,a) = (0,0,0)” (bod minima S). Derivaci pravé strany dostaneme
rovnici

V25 (ko, bo, ag) (k — ko, b — bo,a — ag)” = =V S(ko, bo, ao),
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kterd nam urcuje jak spocitat novou hodnotu iterovanych parametri ze starych.

Konkrétné tedy opakujeme vypocet odchylek mezi hodnotami parametri (ky,, by, ay) a
(nt15 bt 1, ans1) podle vzorce

V2S(kna bna an)(kn—i-l - kna bn—i—l - bna Anp+1 — an)T = —VS(kn, bn7 an)7 (68)

tak dlouho dokud nedosdhneme pozadované piesnosti.

2.2 Doplnovani rezerv v davkové definovaném penzijnim fondu

Zaméstnavatel mé penzijni fond pro své zaméstnance, kam zaméstnanci plati davky a odkud
se jim pak vypléaci diichod. Uvazujeme spojity model pro vysi fondu.

Teoreticky model
%ﬁ’f) — 5V () + P(t) — P(8) (69)

V(t) vySe rezervy v Case t
P(t) intenzita piispévku do fondu
IP(t) intenzita vyplaceni dichodu lidem odchéazejicim v ¢ase ¢ do penze.

¢ intenzita troku

Skuteény stav dF(#)

pricemz F'(0) # V(0).

F(t) skutetna vyse fondu

C(t) intenzita prispévki do fondu (pfepocitana na roky)

Problém: Stanoveni C(t) = P(t) + A(t)(V (t) — F(t)) resp. stanoveni A(t).

Odectenim rovnice teoretického modelu a rovnice popisujici skuteény stav dojdeme k rovnici

%(V(t) —F@) =6(V({t) - F(t)) + P(t) - C(t) = (0 = A0V () — F(£).  (T1)

Reseni této rovnice je tvaru

V(t) — F(t) = (V(0) — F(0))exp {— /0 (Mu) — 6) du} . (72)

Oznacme @,) = [, e %dt = (1 — e™%™)/§ pocateeni hodnotu jednotkového finanéniho toku
odpovidajici ¢asovém intervalu [0,n]. Cheeme, aby pocdatecni vijchylka V (0) — F(0) byla spla-
cena za n let pevnymi spldatkama

V(0) = F(0) =@, (C(t) — P(t)) pro 0<t<n. (73)

C(t)y=P(t)+ ——=———= pro 0<t<n. (74)



Tvrzeni Pro ¢t > 0 plati

t a—
exp —/ — ! — 0| duy = f—_ﬂ (75)
0 \ %=x) an)

Dtikaz: Integrand je roven

1 5 de—8(n—u)

5= 5= - _Z _ e~ 0(n—u)
— 5 PR o T T In(1—e ) (76)
Po integraci dostéavame
t 1 1— e—&(n—t) an—ﬂ

- -0 ) du=1 = 77
/0 (an—u > ! ! L —eon an] ( )
]

Rovnost (74) je tak moZné upravit do nasledujici podoby

=
C(t) = P(t) + = —(V(0) — F(0)) (78)
=7 an]

ETP. {— /t (_ LI 5) du} (V(0) — F(0)) (79)
A=t 0 \ %n—u)

Nyni je vidét, ze pozadavek (74) resp. (79) je splnén, pokud volime \(t) := 1/Em].

3 Teorie linearni regulace

V této kapitole se budeme zabyvat modelem, kde mame soustavu (¢ernou skiinku), ktera
prevadi vstupni posloupnost (ug,ui,---) na vystupni posloupnost (yg,y1,---) na zakladé
nésledujiciho linearniho modelu regulace

t o0
Yi = Z hiui—g = Z hyug—g- (80)
k=0 k=0

Abychom mohli mit t € Z, poloZzime u_; := 0 =: y_; pro ¢ > 1 (interpretace: soustava je pred
¢asem 0 v klidu). Na posloupnost (u,,) se budeme divat jako na posloupnost odchylek vstupt
od jakési rovnovazné polohy a podobné na vystupni posloupnost (y,) se budeme divat jako
na posloupnost odchylek vystupu od urcité hodnoty.

Zavedme si zakladni pojmy:.
Definice 2 Vstupni posloupnost (uy) ve tvaru
U0:17 OZU1:UQ:--- (81)
budeme nazyvat jednotkovym impulsem. Odezvou systému na tento vstup je
Yo = houo = ho, y1 = hour +hiug =h1, -+ yp=houg + -+ hgug =hy -~ (82)

vystupni posloupnost ve tvaru (hg,hyi,---). Této posloupnost (hg,hi,ha,---) budeme fikat
impulsni charakteristika soustavy.
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Definice 3 Vstupni posloupnost (uy) ve tvaru
1:’LL(]ZU1:"' (83)

nazveme jednotkovym skokem (v case 0 se zménd vstup z 0 na 1). Odezvé soustavy na tento
skok

t t
ve=Y hit =Y hp=:g (84)
k=0 k=0

budeme Fikat pfechodovd charakteristika soustavy.

K analyze soustav se nam bude hodit metoda vytvorujicich funkci pro posloupnosti, speciélné
z-transformace.

Definice 4 Je-li (ag,k € Ny) posloupnost (redlnijch) cisel, definujeme jeji z-transformaci
ndsledujicim zpiusobem

Alz) =) a2 . (85)
k=0

Tato Fada konverguje pro |z| > zp a diverguje pro |z| < zo pro n&jaké zy € [0, oc].

Pro posloupnost vstupt (u,) vystupi (y,) a pro impulsni charakteristiku (hx) definujeme
U(z),Y(2), H(z) jako pfFislugné z-transformace.

Definice 5 Funkci H(z) =Y 3o hrzF budeme nazjvat (impulsni) pienosovou funkci sou-
stavy.

Pro¢ se H nazyvéa prenosovou funkci soustavy je vidét z nasledujiciho pozorovani:

Plati

Y(z) = Zytz_t = Z ( hkUt—k) 27t = Z hyz " Zulz_l = H(2)U(z) (86)
t=0 k=0 k=0 1=0

pro takova z, Ze H(z),U(z) absolutné konverguji, nebot --- = u_9 = u_; = 0.

3.1 Stavovy model

Priklad — bakalari

Pro potfeby stavového modelu zavedeme posloupnost (x; € R",t € Np) stavi systému (tedy
xy je obecné r-rozmérny vektor). Stav systému v ¢ase 0 definujeme hodnotou zp = 0 € R".
Stavy systému v dalsich okamzicich definujeme pomoci linedrniho modelu

Typ1 = axy + bug, kde a € R™" b e R™1 (87)
Vystup systému pak budeme uvazovat ve tvaru

yr = cxy + duy, kde c € RV, d e RYXL, (88)

18



Ajak ziskdme ze stavového modelu primou zéavislost vystupni posloupnosti na vstupni ve
tvaru (80) ?

—1

Vynésobenim obou rovnosti faktorem 27" a se¢tenim pfes t € Ny dojdeme k rovnostem

o o0 (o]
Zaztﬂz_t = aZaztz_t + qutz_t (89)
t=0 t=0 t=0
o o o
Z w2t =c Z vzt 4 d Z uz (90)
t=0 t=0 t=0

Tyto rovnosti lze zapsat pomoci z-transformace X (z) = Y 72, x2~"

Resenim téchto rovnic dochazime k rovnostem

X(2) = (2 —a)"'bU(2) (93)
Y(2) = cX(2) +dU(z) = [e(zI —a)"tb+ d]U(2), (94)

kde I € R™" je r-rozmérné jednotkova matice tedy H(z) = [c(zI —a)~'b+d].. Tuto rovnost
muZzeme déle upravit

H(2) = [e(e] — a)~1b + d] = c-adj(z1 —dc;)t&jl—k_dcé)det(zl —a) _ (95)

N(z) moz"+-+n. no+--+nz"  n(z7h)
D(z) doz"+---+d, do+---+dez7"  d(z7h)

kde adj znadéi adjungovanou matici a N(z) a D(z) jsou z-transformace odpovidajici polyno-
mim n(z7!) ad(z71).

3.2 Obecny model

Opét budeme predpokladat, ze u_; = 0 = y_; pro ¢ € N. Déle budeme pfedpokladat, Ze
vystup systému 1y v Case t je dan nésledujici rovnici

doyt + -+ dryt—r =nou¢ + -+ + NpUt—rp, kde dO 7& 07 (97)

a budeme chtit opét najit vyjadieni ve tvaru (80).

t

Vynésobenim rovnosti (97) hodnotou z~" a se¢tenim pfes t € Ny obdrzime rovnost

o0 o
Z doz Pypz 4o+ drz_ryt_rz_(t ") Z (noz Pusz™ -+nrz_rut_rz_(t_r)) (98)
t=0 t=0

Vyuzitim predpokladu y_; = 0 = u_; pro ¢ € N dochazime k rovnosti

o0
(doz” + - Z Y% (no2® + -+ +mn27") Z upz ", (99)



to jest
dz"HY (2) = n(z"HU(2), (100)
kde
d(z) = doz® + ---dpx”  an(z) =nez’ 4 ---npx’ (101)

Protoze je tento obecny model specidlnim piipadem linedrniho modelu, ve kterém gy, =
ZZ:O hius—p plati i tady vztah
Y (z) = H(2)U(z) pro z takova, ze U, H konverguji absolutné. (102)
Dochéazime tak k rovnosti
d(z"YY(2) = d(z"YHYH(2)U(2) = n(z"HU (2). (103)
Tato rovnost plati pro kazdy vstup a z takové, Ze fady H,U konverguji absolutné.

Specialni volba vstupu ug = 1, 0 = u; = ug = --- odpovidajici jednotkovému impulsu ma
z-transformaci ve tvaru U(z) = 1. Dosazenim této funkce do (103) pfichazime k rovnosti

d(z"YH(z) = n(z™1), (104)

tedy
n(z™Y)  no+-+nz"
H(z) = = . 105
) (105)

Poznamka: Rovnice dyys + - - - + dpyi—r = nous + - - - + npus—p- se nékdy zapisuje ve tvaru
(do2° + - +dpz"ys = (no2° + -+ + np2")uy, zkracend d(z M)y, = n(z " Duy,  (106)
pritemz z se v této souvislosti interpretuje jako operdtor posunuti, tj, zaxy = x¢y1. Inverzni

operator z tx; = x;_1 se pak interpretuje jako operédtor zpétného posunuti.

Priiklad: Necht pro vystup plati rovnice

Ytr1 —ayy = ugyr resp. (1 — az_l)yt = U.

Odtud )
z
H = =

(2) 1—az 1

zZ—aQa

mé po6l v bodé z = a. Funkci H lze rozvinout nésledujicim zptisobem

1 S
H(z) = g———= =) d'" (107)
k=0

coz odpovida impulsni charakteristice hy, = a¥. O

Zakladni vlastnosti, kterd se u linearnich soustav zkouma, je stabilita soustavy a vlastnosti
se stabilitou souvisejici. Stabilita spoc¢iva v tom, Ze soustava vychylené z rovnovazného stavu
(= nulového stavu) se dostane zpatky do tohoto stavu.

Definice 6 Rekneme, Ze soustava je stabilnd, pokud lim .o by = 0. (Tj. pokud odezva na
jednotkovyj impuls se s rostoucim casem vytrict.)
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Piiklad - pokracovani Je-li hy, = a” je soustava stabilni pravé tehdy, kdyz je |a| < 1. O

Stabilita soustavy zéavisi na polech pienosové funkce H.

Véta 4 Soustava odpovidajici obecnému modelu s prenosovou funkci ve tvaru

(108)

kde N(z) = noz" + -+ 4+ n, a D(z) = dpz" + - - - + d, jsou nesoudélné polynomy, je stabilni
pravé tehdy, kdyzZ viechny koteny polynomu D(z) se nachdzeji uvniti jednotkového kruhu
v komplexni roviné.

Ditkaz: Dokazeme pouze jednu implikaci (Ze z kofent uvnit¥ jednotkového kruhu plyne sta-
bilita), druh4 je prili§ obtizna.

Podle zakladni véty algebry je mozné polynom D(z) rozlozit na sou¢in kofenovych faktori
D(z) = (z—2)™ (2 — 2zx)™, kdemi+ - +mp=r (109)

a kde z1,---, 2z jsou kofeny polynomu D(z) s nasobnostmi my,--- ,my. Na zékladé tohoto
rozkladu jsme schopni racionalni funkci H rozlozit na soucet konstanty a soucet parcialnich
zlomkii:

k my N k. m; o 00 - Z ¢
H(z)zho+22ﬁ:ho+22§z<tﬂ 1)(2) (110)

i=1 j=1 i1 =1~ =0 J—1

Podilovym kritériem pak zjistime, Ze kazda tato fada (uvaZovana jako mocninnéa fada s ar-
gumentem z~1) konverguje absolutné pro |z| = 1. Stejnym zptisobem tedy konverguje i jeji
soufet H(z) = > 2, hyz~! pro z = 1. Nutnou podminkou pro konvergenci fady ool je
ale podminka lim;_,,, h; = 0, coz je pravé podminka stability. O

Poznamka: Pro stavovy model méame z rovnice (95), ze D(z) = det(z] — a) a tedy kofeny
D(z) jsou pravé vSechna vlastni ¢isla matice a. Soustava je tedy stabilni pravé tehdy, kdyz
vS8echna vlastni ¢isla matice a jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1.

Poznamka: Necht je soustava stabilni, necht vstupem je jednotkovy skok 1 = ug = uy = - - -
Pak

t o0
i e = iz ) i = i P = ) e = oo ()

Soustava se tak v nekone¢ném horizontu ustéli na nové trovni. To vychézi z predchozi véty,
nebot, pokud impulsni charakteristika konverguje k nule (soustava je stabilni), ¢ini tak geome-
tricky rychle. Specidlné, v dikazu jedné implikace predchazejici véty je ukézéno: pokud jsou
kofeny D(z) uvnitf jednotkového kruhu (podminka stability podle véty), pak fada Y ;2 hy
konverguje absolutné.
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4 Markovovy retézce

Definice 7 Posloupnost celociselnych nahodnijch velicin {X,,}5°, se nazyjvd Markoviv feté-
zec, jestlize

pro kazdé n >0, aig, - ,i, € Z takové, Ze P(X,, = ipn, -+ ,Xo = 1i9) > 0. Hodnoty n inter-
pretujeme jako casové okamZziky, hodnoty, kteryjch Tetézec X, miZe nabyvat, interpretujeme
jako stavy.

Vztah (112) vyjadfuje markovskou vlastnost, tj. fakt, ze vysledek v ¢ase n + 1 zavisi pouze
na stavu fetézce v Case n (stav v pfitomném ¢ase) nikoli na celé minulosti - tj. posloupnosti
realizovanych stavu pred Casem n.

Priklady — hody kostkou, ndhodna prochéazka

Definice 8 Hodnotu
pij(nyn + 1) = P[Xn—i-l = ]|Xn = Z]

budeme nazyvat pravdépodobnost piechodu ze stavu i do stavu j v case n+1. Markoviv Tetézec
se nazyvd homogenni, pokud hodnoty p;j := pij(n,n + 1) nezdvisi na hodnoté n.
Oznacme p; := P(Xy = 1), pak (p;,i € Z) oznacuje pocdatecni rozdéleni Tetézce.

Nadéale budeme pfedpokladat, Ze dany Markovuv fetézec je homogenni.
Véta 5 Necht {X,,} je homogenni Markoviv Tetézec s mnoZinou stavi S C Z, pocdtecnim
rozdélenim (p;,i € S) a matici prechodu (pi;,i,j € S). Pak
P(Xo =10, , Xpn = in) = DigPigiy ** * Pip_vin-
Dikaz: Indukei podle n. Pro n = 0,1 tvrzeni ziejmé plati. Pro n = 2 mame podle véty o
podminéné pravdépodobnosti
P(Xo =19, X1 =11, X9 = ig) = P(Xo = iQ)P[Xl = il‘XO = iQ]P[XQ = iQ‘Xl =11,X9 = io]
= piopioilpi1i27
protoZe z markovské vlastnosti plati
P[Xy = i3] Xy = i1, Xo = io] = P[Xa = i2| X1 = i1] = piyi,-
A pro n = m obdobné
P(Xo =0, -, Xy = in) = P[Xn = in|Xo =0, , Xp-1 = in—1]P(Xo = d0, "+ , Xp—1 = in-1)
= Pin_1in P(Xo =10, Xn—1 = in—1) = PigPigir *** Pin_1in>

kde jsme nejdiive vyuzili markovské vlastnosti a poté indukéniho predpokladu. O

Definujme si také pravdépodobnosti pfechodu vyssich fadu (tj. po vice krocich)
0 . 1 +1
p =0i=3}, B =py, PV =30 o,
keS
a matice pravdépodobnosti piechodu po jednom ¢i vice krocich P = (p;;,i,5 € 5) a
P = ( Z(;-L), i,j € S). Ze je to definice smysluplna ukazuje nésledujici tvrzeni.
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Véta 6 Necht m > je celé cislo, i,j € S, pak P Xmin = j|Xn = 1] = pl(.;.ﬂ).

Dikaz: Indukei podle m. O

Rovnéz plati P(™) = P™ pro n > 0 (ditkaz opét induke).

Poznamka: Uvédomme si, ze jak P tak i P jsou tzv. stochastické matice, tj. obsahuji
pouze Cisla mezi 0 a 1 a soucet kazdého Fadku se rovna 1.

A jak se pravdépodobnosti pifechodu skladaji ukazuje nésledujici véta.

Véta 7 (Chapmanova-Kolmogorova rovnost) Plati

m-+n m n
pﬁj )= sz(k )p;(fj),
kesS

pro vechna celd m,n > 0.

Dikaz: PouZijeme rozklad uvazovaného jevu podle v8ech moznych stavi v ¢ase k a postupné
podminovani

P = PlXopin = jlXo =il = Y PXnsn = 4, Xon = K| X = i]

kesS
=5 P[Xpin = §1Xim = k, Xo = i|P[Xpn = k| Xo = 1] = Y pii"p})
kesS kesS
a v posledni rovnosti markovskou vlastnost a homogenitu retézce. O

4.1 Klasifikace stavia Markovova retézce

Definice 9 Rekneme, e stav j € S je dosaZitelny ze stavui € S, pokud existuje n > 0 takové,
(n)

Ze p;;° > 0. Piseme i — j. Markoviv Fetézec nazveme nerozloZitelngm, pokud je kazZdy stav
dosazitelny z kaZdého stavu.

Definice 10 Rekneme, Ze ) # C C S je uzaviend mnoZzina, pokud Zddny stav vné mnoZiny
C nent dosaZitelny ze Zddného stavu uvniti mnoziny C.

Véta 8 C je uzaviend mnozina prave tehdy, kdyZ plati pjr, = 0 pro kazdé j € C a k ¢ C.

Dikaz: Implikace zleva doprava je ziejma. Opacnou implikaci dokdzeme indukci. Musime

ukazat, Ze pgl,z =0prokazdé l € N, j € Cak¢ C.Prol =1 to plati z pfedpokladu, pro

[ > 1 piSme

p§2 = Zpyi_l)pik = Zpg-li_l)pik + Zpyi_l)pik = Zpg-li_l)O + Z Opir. = 0,
i€S i€C i¢C i€C i¢C

kde jsme v predposledni rovnosti vyuzili indukéni predpoklad. O
Véta 9 Retézec je rozloZitelny pravé tehdy, kdyz existuje uzaviend mnozina C # S.
Dikaz: Ziejmy.
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Véta 10 Markoviv fetézec je rozloZitelny prdvé tehdy, kdyZ po vhodném precislovdni stavi

P 0
je matice prechodu tvaru ( Ql R > , kde Pi, R jsou ctvercové matice.

Dikaz: Precislujeme stavy tak, aby nejdiive byly oc¢islované stavy z C'. Pak snadno nahléd-
neme, Ze novi matice pravdépodobnosti pfechodu bude mit pfesné zadany tvar. O

Definice 11 Budi € S, potom
=inf{n > 0,X,, =i}
se nazyjvd doba prunitho ndvratu tetézce do stavu i. Stav i € S se nazyvd trvaly, pokud
Pi(v; < 00) = P(v; < 00| X =1) =1,

t). Tetézec, ktery vychdzi ze stavu i se s pravdépodobnosti 1 vrdti do stavu t po konecné mnoha
krocich. V opacném pripadé (tedy, kdyZ je kladnd pravdépodobnost, Ze se fetézec do stavu i
nikdy nevrdti), rekneme, Ze stav i je prechodnij.

Trvaly stav i € S se nazyvd nulovy, pokud E;v; = oo a nenulovy, pokud E;v; < co.

Poznamka: Do trvalého stavu se Markoviv Fetézec s pravdépodobnosti 1 vrati nekonecné
krat.

Oznacme fi(") =PF(v;=n),a fi(o) = 0. Zfejmé stav i je trvaly prave tehdy, kdyz Y7, fi(") =
1, a EiVi = E;ozl nfz(n)

Tedy stfedni hodnota doby prvnfho navratu Markovského fetézce do trvalého stavu ¢ je
konec¢né, pravé kdyz je stav nenulovy.

Poznamka: p(m =P(X,=1)=);_ 1f(k D platl pron > 1.

(22

Definice 12 Stav i € S homogenniho Markovova fetézce se nazijvd periodicky s periodou
d > 1, pokud

d= NSD{n >0, p(n >0} > 1.
Pokud vychdzi d = 1, Fikame, Ze stav i € S je aperiodicky/neperiodickyj.
]?elmeme, Ze dva stavy jsou stejného typu, pokud jsou oba dva trvalé/piechodné, nulové/nenulové,
neperiodické/periodické se stejnou periodou.

Véta 11 Stavi € S je trvaly pravé tehdy, kdyz y . pl(-f) = 0.

Trvaly stav i € S je nulovy pravé tehdy, kdyz p(n)

i — 0 pron — oo.

Dukaz: Pro x € (0,1) definujme vytvotujici funkce P(x), F'(x) posloupnosti pgl), fi(n)

x) = ipgf)x”, a F(z):= ifi(")x”.
n=0 n=0

7 poznamky plyne, Zze pro n > 1 plati

p” Zf (” k) 2" = f(k k (” k)xn—k

Z'?'



Sectenim této rovnosti pres n > 1 dostaneme

_1_Zp“”) n_ZZf(k)xkp“n k) 2k (Z

n=1k=1 k=

H
Sh
=
8
x>
N———
SR
e
=
o
N———
N~—
S
—
&
N~—

Plati tedy P(z) =1/(1 — F(x)). Dale

() o 1
2_pii’ = lim P(z) = lim sy = oo

nastava pravé tehdy, kdyz

1= lim F(z)= Zf(n Pi(v; < 00).

rz—1~ 0

Odtud je vidét, ze stav i € S je trvaly prave tehdy, kdyz Y .o ng) = 00.

s w2

Naznak diikazu druhé &asti* : Zbylou ¢ast dilkkazu pouze naznacime. Ziejmé
1— F(z) 1 = Rt = 1
- (S - ) -
n=0 n=0 n=0
o o
= 4 =Y = B, (113)
n=0 n=0
pro x — 17. Limitni pfechod v (113) dostaneme z Fatouova lemmatu

limint Y £ (14 ey = 30
n=0 n=0

r—1—

a z nerovnosti fi(")(l +o v < fi(")n pro z € (0,1). Vime tedy, ze trvaly stav i € S je
nulovy pravé tehdy, kdyz
11—z

lim (1—2)P(x) = lim ——% — 0,
Jm (1 —a)P@) = lim 7—pF7s =0

Zbyva tedy ukézat ze (limx_,l (1-— :E)P(x) = 0) je ekvivalentm’ (p(zn) — 0) pro n — oo.

vvvvvv

odkazy na dalsi literaturu lze najit ve skriptech Z. Praskové a P. Lachouta: Zaklady nahodnych
procest. O

Véta 12 Necht i — j — i. Pak stavy i a j jsou stejného typu. Pokud i — j 4 i, pak stav i
je prechodny. V nerozloZitelném tetézci jsou vSechny stavy stejného typu.

Véta 13 V tetézci s konecné mnoha stavy nemohou byt vSechny stavy prechodné. V fetézci
s konecné mnoha stavy neexistugi stavy trvalé nulové.

Definice 13 Stav, ze kterého neni dosazitelny Zddniyj jing stav, nazveme stavem absorbénim.
Stav, ktery je trvaly, nenulovy a neperiodicky, nazveme stavem ergodickym.
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4.2 Limitni a stacionarni rozdéleni Markovova retézce

V této podkapitole se budeme zabyvat otézkou, co se déje, kdyz n — o0, neboli kdyz nechame
Markovsky Fetézec dlouho bézet, tak jaké jsou vlastnosti marginalniho rozdéleni veli¢iny X,.

Definice 14 Rozdéleni 7 = (m;,i € S) nazveme staciondrnim, pokud plati w; = . ¢ Tipij
pro viechna j € S. Maticové lze tuto soustavu rovnosti zapsat ve tvaru ©! = 7l P.
Rozdélent a = (a;,i € S) na S nazveme limitnim, pokud pro kaZdé i € S a kaZdé pocdtecni
rozdélent plati a; = lim, o p;j(n), kde p;(n) = P(X,, =1).

Poznamka: VSimnéte si, Ze na rozdil od stacionérniho rozdéleni, které se vztahuje k pravdé-
podobnostem prechodu, se limitni rozdéleni vztahuje k rozdéleni celého Markovského retézce
(jez je ovlivnéno i pocatetnim rozdélenim). Nicméné snadno nahlédneme, Ze je-li poc¢ateéni
rozdéleni Markovského Tetézce rovno stacionarnimu, pak i rozdéleni fetézce ve vSech nésle-
dujicich ¢asech (p;(n),i € Z),n € N je rovno stacionarnimu rozdéleni.

Véta 14 Necht existuje limitni rozdéleni a Fetézce { X, }, pak toto rozdélent je jeho stacio-
ndrnim rozdélenim.

Ditkaz: Ziejmé

n+ 1 sz pzy

€S

Podle Fatouova lemmatu

a; = hm 0 pj (n+1)= hm mprl n)pij > Z lim 1nfp2 n)pij = Z a;pij- (114)
1€S €S €S

Poscitame-li pfedchozi rovnosti pfes j € S, dojdeme k nerovnosti
D STES SETTED 37 ST St
jeS 1,j€S €S jeS €S

Tato nerovnost je tak ve skutecnosti rovnosti, coz ve skuteénosti znamend, Ze ve vSech ne-
rovnostech (114) musi nastavat rovnost. O

Veéta 15 V nerozloZitelném fetézci existuje staciondrni rozdéleni pravé tehdy, kdyZ vsechny
stavy jsou trvalé nenulové. V tom pTipadé je existuje prdavé jedno staciondrni rozdéleni. Jsou-li
navic stavy Tetézce neperiodické je staciondrni rozdéleni i rozdélenim limitnim, dokonce

lim p;j(n) = lim p(n) = b

n—oo n—oo E] I/j ’

kde m = (m;,i € S) je staciondrni rozdéleni a Ejv; =Y o2 nfj(n) je stiedni hodnota doby
pruniho ndvratu do stavu j. Jsou-li vSechny stavy periodické, pak plati

. (k)
Jim Zp] =l 5 2 vy =



Poznamka: V konetném nerozlozitelném tetézci stacionarni rozdéleni vzdy existuje.

Stacionarni rozdéleni nerozlozitelného fetézce ovSem necharakterizuje jen limity absolutnich
pravdépodobnosti jednotlivych stavi. Charakterizuje také ¢etnosti nédvratu do jednotlivych
stavl (resp. Cas Fetézcem v jednotlivych stavech straveny) — jak ukazuje nésledujici véta.

Véta 16 Oznacme

Nj(n) = I(X,=j), JE€S,
k=1

ndhodnou velicinu uddvagici, kolikrdt v pronich n krocich projde Tetézec stavem j. V nerozlo-
zZitelném Tetézei s trvalymi nenulovymi stavy plati
Nj(n)

lim ———= =m; s pravdépodobnosti 1,
n—oo n

pro kaZdé j € S.

4.3 Systém bonus-malus v pojistovnictvi

Pouziva se v havarijnim pojisténi. Systém ma urcity pocet tiid vySe pojistného (bonusové
t¥idy), do kterych je pojisténec pfifazovan na zakladé poctu skod uplatnénych za pojistné
obdobi. Cilem pfipouziti tohoto systému je sniZzeni heterogenity pojistného kmene, odrazeni
pojisténci od uplatnéni nizkych narokd a umoznéni stanoveni pojistného, jehoz vyse lépe
odpovida individualnim riziktm.

Bonusova tfida pojisténce a pocet skod v daném obdobi uréi bonusovou tiidu a tim i vysi
pojistného v dalsim obdobi — modelem je homogenni Markovsky retézec.

Ozna¢me S = {1,--- , k} bonusové tiidy a a = (a1, - ,ax) vySe pojistného jako ¢ast zakladu.
Retézec {X,.} bude v ¢ase n ve stavu i, pokud bude pojisténec zafazen do i-té bonusové t¥idy.
ko budeme oznacovat tiidu, do které je pojisténec zarazen na zacatku (tj. v dobé pfichodu
do systému).

Spanélsky systém

k=5a= Wlo(GO, 70,80,90,100)", kg = 5. Pokud pojisténec bude uplatiiovat narok na vy-
platu v predchazejicim obdobi, pfesune se v nasledujicim kroku do 5-té t¥idy, pokud nebude,
posune se o tFidu niZze, je-li to mozné. Necht pravdépodobnost uplatnéni naroku je 0.1. Pak
matice prechodu mezi tfidami je tvaru

09 0 0 0 01

09 0 0 0 01

P = 0 09 0 0 01
0 09 0 01

0 0 0 09 01

Piedpoklddame, Ze individualni riziko pojisténce je charakterizovano rizikovym parametrem
A tak, Ze pocet pojistnych udalosti j mé& Poissonovo rozdéleni p; = %e‘A,j =0,1,2,--- ..
O vysi skod Y; budeme pfedpokladat, Zze jsou to nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veli¢iny,

nezavislé na hodnoté parametru A.
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Britsky systém
k="7a= ﬁ(33,40,45,55,65, 75,100)", kg = 6 Pokud v minulém obdobi (roce) pojisténec

neuplatiioval narok na vyplatu, posune se o jednu t¥idu niZe, je-li to mozné.

Necht naopak v minulém obdobi uplatioval jednou narok na vyplatu. Pokud byl v prvni
t¥idé, posune se o 3 tiidy vySe. Pokud byl v druhé nebo tfeti, posune se o dvé tfidy. V
ostatnich pripadech se posune o jednu t¥idu vyse, je-li to mozné. Za kazdy dalsi nérok na
vyplatu (druhy a vyse) se pojisténec posune jesté o dvé tiidy vyse. Pokud neni mozné, aby
se pojiSténec posunul o predepsany pocet t¥id vyse, skonci v posledni tFidé.

Matice prechodu tak bude tvaru

e 0 0 A 0 Aed l-_eMI+A+2)

e 0 0 Xe™™ 0 %Qe_A 1—e M1+ M+ ’\72)
0 e* 0 0 X 0 L—e M1+ A)
P=]1 0 0 e?* 0 X 0 L—e M1+ A)
0 0 e 0 A 1—e M1+
0 0 0 0 e 0 1—e?
0 0 0 e 1—e?

Poznamka: Necht’ matice pravdépodobnosti pfechodu mé kladny sloupec, potom existuje
(n)

stacionarni rozdéleni 7 = (m;, i € ), pfitemz 7; = lim,, oo p;;-

St¥edni hodnotu pojistného EC' uré¢ime pomoci stacionarniho rozdéleni. EC' je rovna (vzhle-
dem k zakladnimu pojistnému odpovidajicimu &islu 1)

EC =may + - + mpag

Priklad: épanélsky model, pravdépodobnost, Ze nedoslo ke §kodé je a = e, a tedy prav-
dépodobnost uplatnéni naroku je 1 —a = 1 — e~ *. Matice pravdépodobnosti prechodu je
tvaru

a 00 0 1—-a
a 00 0 1—-a
P=(0a 00 1-a
0 0 a 0 1-a
000 a l-a

Stacionarni rozdéleni je potom rovno
7= (a*,a3(1 - a),d®’(1 —a),a(l —a),1 —a)T.
V modelu mizeme spocitat i dalsi charakteristiky. Napf.
Pravdépodobnost uplatnéni pojistné udalosti
Predpokladejme, Ze k uplatnéni nastalé pojistné udalosti dochazi, pokud je Skoda Y vyssi,
nez je odpovidajici navySeni pojistného ¢ v dalsim roce po uplatnéni. Tedy

P(uplatnéni) = P(uplatnéni|nastava) P(nastava) = P(Y > ¢) (1 - e_>‘> ,
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kde 1 — e je pravdépodobnost vyskytu pojistné udalosti. Pokud predpokladame, 7ze vyse
$kody m4 logaritmicko-normalni rozdéleni s parametry p a o2 > 0. , tj. logY ~ N(u,o?).

Pk Iny 1 1
P(Y>c):P<n s nc_“>:1—<1><nc_“>.

g g g

Vysledné pravdépodobnost uplatnéni je pak rovna

[1—<1> <lnca_ ”)] (1—e—A).

Uplny model

Nebo muzeme model rozsitit tak, aby zahrnoval rtznou individuélni rizikovost chovani jed-
notlivych pojisténct, tedy kazdému pojisténci odpovida obecné rizny parametr A € A a in-
dividualni matice pravdépodobnosti pfechodu P(\) na ném zavisi. Obvykle se predpoklada,
Ze rizikové parametry A maji I'-rozdéleni popsané hustotou

FO) = T As 0
- F(h) 9 9

kde h a 7 jsou parametry. Ty se pro potfeby modelu odhadnou z dat o Skodach pomoci
momentové metody, protoze stfedni hodnota I'-rozdéleni je rovna é a rozptyl T%

Pojisténce mame jesté rozvrstvené podle doby, po kterou jsou pojisténi. Oznacme prislusné
relativni ¢etnosti wq (), wa(A),... w,(A) a A zakladni ryzi pojistné. Potom primérné ryzi
pojistné pojisténce s rizikovym parametrem A je

O =AY wa(N) D pf" Ny,
n=1 jeSs
kde a = (a1, ...ay) je stupnice bonusu.

Ve vyvazeném modelu by mélo platit
EC(\) = / C(\)f(N)d\=ENEY,
0

kde EN je prumérny pocet 8kod a EY je prumérni vySe Skody. Tato rovnice slouzi pro
urceni zakladniho ryziho pojistného A. Reknéme, Ze rozdéleni doby, po kterou jsou pojisténci
pojisténi je geometrické nezavislé na A

w,(N) =¢" Y1 —-q), n=12....
Prumérna doba pojisténi je pak l%q a plati

C(N) = A1 — q)pV (3 fj ¢ PP (Wa = A1 — q)pV (T - gP(V) e,

n=1

kde I je jednotkova matice, neboli
C()‘) = A(l - Q)Tko ()‘)7

kde r(\) je feSenim rovnice (I —gP(A)r(A\) = a a rg, () je fadek r(\) odpovidajici pocatecni
bonusové tiideé.
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4.4 * Markovovy fetézce se stavy z mnoZiny realnych ¢isel

Uvazujme nasledujici linearni model
Xpy1 = aXy, +epqa,

kde {e, }nen je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in s rozdélenim

N(0,0?), s hustotou
fa) = —— e {2
T ovar P22

Prechodova hustota (ze stavu x do stavu y) - je hustota norméalniho rozdéleni s parametry

2
1 { (y — ax)? }
eXpy———H5 5 (-
V2o 20
Piechodova hustota po k-krocich pak odpovida normélnimu rozdéleni s parametry afz a
—_ 2k
Zf:ol a’lo? = 0’211_—“ ve tvaru

FOy) = — e {_M} ,

a2k 21—a?F
oy/2m 11_‘22 205 =2

ar a o

flz,y) =

Je-li |a] < 1, existuje limitn{ hustota f*° ve tvaru
V1—a? (1 —a?)y?
() — 1 — A A
f2) = lim (2,9) = 7= exp{ 552 }

pricemz hodnota této funkce nezavisi na x. Tato hustota je hustotou normélniho rozdéleni
N(0,02%/(1 — a?)).

Toto rozdéleni je stacionérni v nasledujicim smyslu: Pokud hodnota fetézce Xy v ¢ase 0 mé
rozdéleni N(0,02/(1—a?)), pak také hodnota fetézce v ¢ase 1 X1 ~ N(0,02/(1—a?)). V tom
pifpadé pro kazdé n € N plati X,, ~ N(0,0%/(1 — a?)).

5 Casové Fady

Casovou fadou rozumime posloupnost (reélnych) nédhodnych veli¢in X, -+, X,,, pFicemz
index t = 1,--- ,n interpretujeme jako ¢as. Nékdy ovSem také jen jednu realizaci (z1,...,zy)
této nahodné posloupnosti.

Casové fada s nejjednodussi strukturou zéavislosti je posloupnost nezavislych stejné rozdéle-
nych ndhodnych veli¢in — ta se nazyva (striktni) bily Sum. Nas ov§em budou zajimat nahodné
posloupnosti, kde n&jaka zavislost mezi veli¢inami odpovidajimi riznym ¢asim (slozkami,
marginaly) je.

Dale budeme uvazovat pouze posloupnosti, které jsou "invariantni v ¢ase" — v silném nebo
slabém smyslu.

Definice 15 Posloupnost nahodnijch velicin (Xy,--- , X,) nazveme silné staciondrni, pokud
L(Xpys s Xky) = L(Xkywns 5 Xbytn)

plati pro kazdé 1 < ki1 <---<k+h<n.
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Definice 16 Posloupnost nahodnijch velicin (Xy,--- , X,) nazveme slabé staciondrni, pokud
(a) EXy =---=EX, = EX =: p. tj. EX; nezdvisi na i
(b) BE(Xi4r — EX)(Xy — EX) =:r(k) nezdvisi nat=1,--- ,n—k, pro kaZdé k =0,1---

Funkce r(k),k = 0,1,--- se nazyjvd autokovariancni funkce posloupnosti. Hodnota r(0) pak
oznacuje rozptyl posloupnosti (ktery je konstantni v case). Vydélenim autokovariancéni funkce
rozptylem obdrzime tzv. autokorelacni funkci p(k) := r(k)/r(0).

Autokorela¢ni funkce p(k) nam tedy udava, jak moc jsou zavislé dvé slozky nahodné posloup-
nosti, které odpovidaji ¢astim posunutym o k jednotek.

Priklad: Pro striktni bily Sum plati EX; = 0 pro v8echna t a r(k) = I(k = 0)var(X). Takze
pokud je var(X;) < oo je to slabé stacionarni posloupnost. A uré¢ité je to silné stacionarni
posloupnost. O

Definice 17 Posloupnost ndhodnijch velicin (X1,--- ,X,) nazveme bily Sum, pokud plati
EX; =0 pro vSechna t a r(k) = I(k = 0)var(X;).

Tedy pro oby¢ejny bily Sum nemuseji byt jeho slozky nezavislé ¢i stejné rozdélené, staci nam,
Ze jsou centrované a nekorelované a maji stejny rozptyl.

Poznamka: Pokud mé silné stacionarni posloupnost konecéné druhé momenty, pak je slabé
stacionarni. Naopak, pokud je posloupnost ndhodnych veli¢in Gausovska (tj. vSechna koneéné
rozmérné rozdéleni jsou normalni) a pokud je posloupnost slabé stacionéarni, je také silné
stacionarni, nebot’ vicerozmérné normalni rozdéleni je jednozna¢né ureno svymi prvnimi
dvéma momenty (vektorem stfednich hodnot a rozptylovou matici).

5.1 Klouzavé priumeéry

Jsou nejjednodussim zobecnénim bilého Sumu.

Definice 18 Ndhodnou posloupnost {X,t € T}, kde T C Z je mnoZina diskrétnich casi
nazveme posloupnosti klouzavych prumeéri rdadu q, pokud plati

Xt =nogt + ... NgEt—gs pro kazdét € T,
pro néjaké koeficienty no, ..., ng, no,ng # 0 a bily Sum {e;}.

Takové posloupnosti uz nejsou nekorelované, ale slozky Xy, X1 jsou nekorelované pro do-
statecné (k > q) velky rozdil v ¢asech k.

Priklad: MA(1): X; = ¢y + Bei—1, kde {&;} je bily Sum.
Budeme se ptat, za jakych okolnosti (podminek kladenych na ) muze byt vysledna posloup-
nost stacionarni a spoc¢itdme autokovarian¢ni funkeci.

EXt = EEt + BEEt—l = 0.
7 predpokladu nekorelovanosti ;¢ a ;1 spocteme rozptyl.

rx(0) = var X; = vare; + f?vare;y = (1 + (?) ag.
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Vynasobenim MA(1) rovnosti hodnotou X;_; a spo¢tenim stfedni hodnoty obdrzime rovnost
pro autokovarianci resp. autokorelaci se zpozdénim 1.

rx(1) = EX; X1 = E(ey + Bei—1)(e1-1 + Ber—2) = Bvare,_1 = Bo?.
Pro k£ > 1 dostavame
rx (k) = E(er + Ber-1)(et—k + Ber—r—1) = 0,
nebot’ t — 1 >t — k. Odtud dostavame

orx() . Bz B
) =20 T T 1+

Pro k > 1 dostaneme ziejmé px (k) = 0.

Zavér: Pro kazdou hodnotu parameru § muze byt MA(1) posloupnost stacionarni. Pokud je
stacionarni, tak ma nulovou stfedni hodnotu, rozptyl (1 + 32)o2, autokorelaci se zpozdénim
1 ma 3/(1+ (%), pticemz autokorelace s vétsim zpozdénim jsou nulové. O

5.2 Autoregresni modely fadu r (AR(r))

Jsou modely ¢asovych rad, ve kterych uz jsou obecné vSechny autokorelace nenulové a tak se
v téchto ndhodnych posloupnostech ovliviwji slozky, které jsou libovolné daleko od sebe ( i
kdyz zavislost se vzristajicim rozdilem v ¢asech samoziejmé sldbne).

Definice 19 Posloupnost n.v. X,,n € T nazveme autoregresni posloupnosti rdadu p, pokud
ezistuji koeficienty do, - - ,dp (do # 0 # dp,) takové, Ze plati rovnost

d()Xt + -+ det—p =!&t (115)

kde {e.} je bily sum.

Poznamka: Je-li autoregresni posloupnost X, vyhovujici modelu (115) stacionarni, pak
nutné vsechny kofeny polynomu dg + - - - + dpa? lezZi vné jednotkového kruhu. V tom piipadé

p
OzEet:doEXt+---+dpEXt_p:(Zdt>,u = p=0,
t=1

kde p := EX; nezavisi na t podle pfedpokladu stacionarity, nebot’ Y _7_, d, = 0 by znamenalo,
ze 1 je kofenem polynomu d(x) = do + - - - + dp2P.

Autoregresni model 1.fadu AR(1)

Model
Xt =aXi—1+ ¢

odpovida volbé dy = 1,d; = —a. Polynom

d(z) = dox® + dyz' =1 — ax
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mé kofen v bodé z = 1/a. Bod 1/a je vné jednotkového kruhu pravé tehdy, kdyz |a| < 1.
V tom pripadé je mozné psat

k—1
Xy=aXpa+ea=alaXio+e1)+e==ad"X, 4+ Z aeiy, (116)
1=0
a dokonce
o
Xy => a'ey. (117)
k=0
Této vlastnosti (Ze je mozné vyjadiit Xy jako linearni kombinaci posloupnosti {e;, €;—1,... },

tedy pomoci "minulosti" ndhodné posloupnosti {¢;}) se fikad kauzalita. Pro model AR(1)
plyne z toho, ze |a| < 1.

Autokovarian¢ni funkei pak muzeme snadno dostat z rovnice (117) a vlastnosti bilého Sumu:

r(k)=FE Zazst_i Zajst_k_j = Zakﬂa]a? =1_ 22 o2,
=0 =0 =0

Pokud bychom ale neméli vyjadfeni posloupnosti {X;} jako kauzéalniho procesu a zajimal
by nés tfeba jenom rozptyl, mohli bychom postupovat i nasledovné: Rovnici (116) postupné
vynésobime hodnotami X;_ 1 a &; a nasledné spoc¢teme stfedni hodnotu obou stran. Timto
zpusobem dostaneme nasledujici rovnosti

EX;X; 1 = aEX} | + Ee; Xy
EXie; = aEX;_ 164 + Ec?.

Druhou z predchozich rovnic lze prepsat do nésledujiciho tvaru
02 = Be? = EXyer = EXy(Xy — aXy_1) = r(0) — ar(1).

Naopak prvni rovnici lze pfepsat takto

r(l) =ar(0) = a= rl) = p(1).

r(0)
Odsud dostéavame rovnost pro rozptyl

o? o? o?

T 1o o O =17

r(0)

Yule-Walkerovy rovnice

Predchozi postup na uréeni autokovarian¢éni funkce autoregresni posloupnosti lze pouzit i pro
obecnou autoregresni posloupnost.

Uvazujme autoregresni model upraveny do nésledujiciho tvaru

Xt = alXt_l +---+ CLpXt_p + &¢. (118)
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Tuto rovnost postupné nasobime X;_i,---, X;—, a pocitame stfedni hodnotu

EXiX; 1 =aEX}  + - +apyEX; X 1+ Eey X1

EXtXt_p = CLlEXt_lXt_p + -+ arEth_p + EEtXt_p.

Tuto soustavu rovnosti 1ze prepsat do maticového zapisu

r(0) - r(p—1) ay r(1)
| = : . (119)

rp—1) --- r(0) ap r(p)

Vydélenim celé rovnosti hodnotou 7(0) dojdeme k rovnosti

p(0) -+ plp—1) a1 p(1)

plp—1) -~ p(0) ap p(p)

Z této rovnosti muZzeme spocitat hodnoty autokorelaéni funkce p(1),..., p(p) a hodnoty p(k)
pro k > s pak dostaneme z diferen¢ni rovnice

p(k) —arp(k = 1) —...app(k — p) =0.
Rovnost pro rozptyl obdrzime, kdyZ vynasobime rovnost (118) hodnotou &;.
0 =Eel = EXyer = EXy(Xy — a1 Xy—1 — - — apXy—p) = r(0)[1 — a1p(1) — - -+ — app(p)].

Plati tedy

0.2

varXe =) = T M = e

Yule-Walkerovy rovnice lze ovSem pouzit i obracenym zptisobem — k odhadu parametri a;,
modelu AR(r) pro dana data. Z dat ur¢ime odhady autokovarian¢ni funkce 7(0),...7(p), ty
dosadime do rovnice (119) a vyfeSenim linearni soustavy pro (ai,...,a,) spo¢itame odhady
koeficienti d;. Ze takto ziskané odhady jsou konzistentni ukazuje nésledujici véta.

Véta 17 Bud Xg,--- , X, autoregresni posloupnost Tddu r, tj.
Xi=a1 Xy g+ +apXip + &y,
kde € je posloupnost nezdvislych ndhodngch velicin se stiedni hodnotou 0 a jednotkovym roz-
ptylem, kterd je nezdvisld s (Xy—1,--- ,Xo). Necht’ je posloupnost (Xo,--- , X,) staciondrnd.
Oznacme a odhad metodou Yule- Walkerouvijch rovnic, pak
vn(a—a) — N(0,0°T, ") (120)

v distribuci pro n — oo, kde I';; = r(i — j).
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Poznamka: Limitni vztah (120) se da ekvivalentné pfepsat do nasledujici formy

Sup | P(v/n(a1 — a1) < a1, ,v/nlap — ap) < xp) — Fylar, -+ ,a,)] — 0
T€RP

pro n — oo, kde F,. je sdruzena distribu¢ni funkce rozdéeleni N (0, 0'2F; D).

A jak odhadujeme 7(0),...7(p)? Autokovarianci odhadujeme vybérovou autokovarianci

n—k n—k n—k
R 1 1 1
Pk) = — ; <Xz+k -— ;Xz+k> (Xz -— ;X> ,

kteryzto odhad lze pouzit i pro necentrovanou posloupnost. Stfedni hodnotu p pak odhadu-
jeme primérem fady j:= 137" X,

* ARMA modely

Samoziejmé je mozné zkombinovat MA a AR modely do obecnéjsiho modelu nazyvaného

ARMA model.

Definice 20 Posloupnost n.v. X,,,n € T vyhovuje ARMA (p,q) modelu (p,q jsou parametry z
N), pokud existuji posloupnosti koeficienti ng,- - ,ng (no,ng #0) a do,--- ,dp, (do,d, # 0)
takovych, Ze plati rovnost

d()Xt + -+ det—p =nee + -+ Ng€t—q, (121)

kde {e:} je bily sum.

A obdobné jako u autoregresnich posloupnosti rovnice (121) definuje stacionarni posloupnost
s nulovou stfedni hodnotou, pokud kofeny polynomu dy + --- 4 d,a? lezi vné jednotkového
kruhu.

Vypocet hodnot autokovariancni funkce v ARMA modelech ¢ odhady koeficientt z vybéro-
vych autokovarianci probihd u ARMA modeli obdobné jako u AR modelt.

Zde je na misté pripomenout souvislost ARMA modeli s linedrnimy modely z kapitoly 3.
Rovnice (121) je totiZ opravdu formalné ekvivalentni s obecnou rovnici linedrniho systému,
nyni ale ur¢uje linearni vztah nikoli mezi nendhodnymi posloupnostmi vstupu a vystupu, ale
mezi ndhodnymi posloupnostmi bilého sumu a ARMA procesu {X;}. A podminka na stabilitu
linedrniho systému odpovida podmince nutné pro to, aby bylo mozno ndhodny proces {X;}
vyjadrit jako

[e.9]
Xi =Y, (122)
k=0

kde {cx }72, je posloupnost koeficientt spliwjici Y, |cx| < 0o (a z této zase plyne, Ze potom
je fada nahodnych veli¢in ) 7 ¢, Y;—j sCitatelna (tj. posloupnost Casteénych soucti téch
nédhodnych veli¢in konverguje k né&jaké nahodné veli¢ing) v Lg a tedy i v pravdépodobnosti).

Rovnice (122) se pouziva ke konstrukei novych ndhodnych procesti i mimo ARMA modeli,
takZe pro uplnost uvedme jesté dvé definice pojmil, se kterymi se miizete v budoucnu setkat.
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Definice 21 Bud Y;,t > 0 slabé staciondrni posloupnost a necht’ existuje posloupnost koefi-
cienti (Yi, k € Z) takovd, Ze Y oy |k < 0o, pak Fekneme, Ze posloupnost

Xi= Y Yy (123)

k=—00

vznikla linedrni filtraci z posloupnosti {Yy} a posloupnosti {i} Fikdme linedrni filtr. Je-li
Y = 0 pro k < 0, pak Tikdme, Ze jde o filtr fyzikdiné uskutecnitelny resp. kauzdlnd.

Definice 22 O posloupnosti n.v. {X,} Fekneme, Ze je linedrni proces, pokud erxistuje po-
sloupnost nezdvislyjch ndhodngch velicin 4,t > 0 se stredni hodnotou nula a jednotkovim
rozptylem a linedrni filtr {1y} takovy, Ze Xy = oo Vret—k-

O posloupnosti Xy, Tekneme, Ze je kauzdlni, pokud je navic filtr {1y} kauzdlni.

5.3 Linearni predikce

V souvislosti s ¢asovymi fadami se jesté kratce zminime o problému predikce(pfedpovédi)
dalsich (zatim nepozorovanych) hodnot v ¢asové fadé na zakladé zatim pozorovanych. Na
pirikladé si ukazeme, jak se odvodi nejlepsi linearni predikce o jeden krok doptedu (postup
lze samozifejmé zobecnit na piedpovéd o vice krokt dopredu nebo na predpovéd na zéklads
vice nez jednoho pozorovani X;).

Tedy tloha zni: pfedpovédét hodnotu nahodné veli¢iny X;y1 na zakladé nahodné veli¢iny Xy,
pri¢emz se omezime jen na line4rni predikce tvaru Xt+1 = a+bX;. O posloupnosti Xy, -+, X,
budeme pfedpokladat, Ze je slabé stacionarni a jako kritérium optimality budeme brat stfedni
kvadratickou chybu mezi X; a predpoveédi Xt—i—l- Resime tedy minimaliza¢ni problém najit

migl E(Xi41 —a—bX;)% = m/iil E(Xiy1 —p—d —b(X; — p))?,

kde o/ = a+ p(b—1).

Derivovanim podle parametrii a’, b dojdeme k nutnym podminkam pro lokalni extrém

0

B : —2F (X141 —,U—a/_b(Xt —u)=0

0

% —2B(Xp41 — p—a' —b(Xy — p))(Xy — ) = 0.

7 druhé rovnice obdrzime podminku na b ve tvaru
E(Xer1 — p)(Xe — p) = bE(X; — p)?,

coz vede k rovnosti

b= % = p(1).

Naopak z prvni rovnice dostaneme
a' = B(Xp41 — p—b(X; — ) = 0.
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Vysledné predikce je pak tvaru

Ko = a+bX, = p+b(Xy — ) = p+ %(Xt W =pt (X - ), (124)

kde za hodnoty pu,7(0),r(1) se dosadi prislusné odhady f,7#(0),7(1). Kvalita tohoto odhadu
se posuzuje pomoci stiedni kvadratické odchylky

MSE = E(Xi11 — Xi41)? = E(Xp1 — p — p(1)(Xs — p)?
= r(0)[1 + p(1)* = 2p(1)*) = r(0)[1 — p(1)?].
Obdobné fesime modifikovanou ulohu najit linedrni predpovéd n.v. Xy;1 pomoci hodnot
X, X¢—1, tedy najit
Xt+1 =a+bX;+cXy 1 =p+ad +b(Xy —p)+c(Xio1 — p),
tak, aby

min B(X;1 — Xi11)? = min B((Xp41 — p) — a' —b(X; — p) — e(Xe1 — p))?,

a,o,c

kde @’ je nyni rovno a + pu(b+ ¢ —1).

Derivovanim podle parametru ¢’ dojdeme k podmince a’ = 0. Derivovanim podle zbylych
dvou parametri dojdeme k rovnostem

O BI(Xun 1)~ X — ) — (X~ )X~ ) = 0
O Bt — ) X~ ) — (Xt — )Xo — ) = 0.

Tuto soustavu lze prepsat nasledujicim zpi sobem

Tato rovnice mé reSeni ve tvaru

by 1 L —p(1) p(1)
( c ) C1-p(1)? ( —p(1) 1 > ( p(2) > (125)

Stiedni kvadratickou odchylku spocitame dosazenim odhadi b, ¢ do

T
b X, —
MSE = E (Xt+1—u)—< ) ( ! ”)
c Xi1—p

COZ je Tovno

1\ o0 1) 2 [ 1
MSE =r(0)| b p(1) p(0) p(1) b |, (126)
. o2 o) p0) ) \ e

kde za hodnoty b, ¢ dosadime vysledek (125).
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6 Poissontliv proces

Necht T' C R je neprazdna mnozina, pak sytém nahodnych veli¢in (X (t),¢ € T') definovanych
na témze pravdépodobnostnim prostoru nazveme ndhodnym procesem.

Funkci ¢ — X(t)(w) pro dany elementarni jev w € £ nazveme trajektorii procesu X.

Definice 23 Relmeme, Ze ndhodny proces (N(t),t > 0) se spojitym casem je citaci proces,
pokud existuje neklesagici posloupnost nezdvislych nahodngch velicin &,i € N (casi vyskytu
uddlosti) takovijch, Ze

N(t) ZZ[{&' <t}

Tedy N(t) interpretujeme jako pocet uddlosti, které nastaly béhem intervalu [0,t].
FEkvivalentné definujeme éitaci proces jako proces (N(t),t > 0),ktery md zprava spojité nekle-
sajict trajektorie, nabyvd pouze celociselnijch hodnot a startuje z nezdaporné hodnoty, tj. N(0) >

0.

Definice 24 Rekneme, e proces (N(t),t > 0) md nezdvislé priristky, pokud pro kazdé
0<ty < - <ty t; €T,i <n €N jsou priristky
N(tn) — N(tn-1), -+ ,N(t1) — N(to)

procesu (N (t),t € T') nezdvislé ndhodné veliciny.

Poissonovgm procesem (N (t),t > 0) s intenzitou A > 0 nazveme proces spliiujici:

1. N(0) = 0.

2. Proces ma nezdvislé priristky.

3. Priristky N(t + h) — N(t) maji Poisonovo rozdéleni s parametrem Ah,.

(Tedy parametr Poissonova rozdélent je imérny délce casového intervalu, na kterém priristek
uvaZujeme, a konstanta imérnosti je rovna intenzité \.)

Poznamka: Protoze Poissoniv proces (N(t),t > 0) startuje z nuly (tj. Ng = 0), lze jeho
hodnotu v ¢ase t vyjadrit nasledujicim zptisobem

N(t) = N(t) — N(0) + N(0) = N(t) — N(0),

coz je podle predpokladu ndhodné veli¢ina s Poissonovym rozdélenim s parametrem At. Plati
tedy

Véta 18 Necht (N(t),t > 0) je Poissoniiv proces s intenzitou A. Definujme posloupnost
ndhodnych velicin {&, k € N} predpisem

& = inf{t > 0,N(t) = k},
pak doby mezi uddlostmi
Tk = &k — k-1, kde & :=0,
jsou nezdvislé nahodné veliciny s exponencidlnim rozdélenim s parametrem A, tj. s hustotou

f(x) = Xe 2, x> 0.
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Dausledek: Nahodna veli¢ina & (doba do k-té poruchy, pokud udalosti interpretujeme jako
poruchy) méa Erlangovo (Gamma) rozdéleni s parametry A a k, tj. s hustotou

_ /\k k—1_—Ax 0
gk(m)_i(k:—l)!x e, x > 0.

Poznamka: Exponenciélni rozdéleni je tzv. rozdéleni bez paméti, tj. pro ndhodnou veli¢inu
Y s exponencidlnim rozdélenim plati
PY >s+hlY >s)=P(Y > h)

Véta 19 Necht 11,15, -+ je posloupnost nezduvislych ndhodniyjch velicin s exponencidlnim
rozdélenim s parametrem A > 0, tj. s hustotou

f(z) = Xe I {z > 0}.
Definugme &, :== Z?:l T;, pak

o0
N =S g < 1), (127)

k=1

definuje Poissontiv proces s intenzitou \.
Poznamka: Proces (N(t),t > 0) definovany v (127) je zfejmé ¢itaci proces. Dale

HN@zmzp@gt<@m=P@sn—P@ﬂsn=Agwwm—AmM@Mx

K R A)*
— / _kxk—le—)\x dr — / xke—)\x de = ( ) e—)\t7
T T i

kde v posledni rovnosti jsme pouzili integraci per partes. Ovéfeni nezavislosti prirtstka je
trochu slozitéjsi a nebudeme ho tu provadét.

Poznamka: Pro Poissontuv proces plati také néasledujici rovnosti:

P(N(t+h) =k+1|N(t) = k) = A+ o(h), (128)
P(N(t+h) = k|N(t) = k) =1 - A+ o(h),
P(N(t+h) > k+1|N(t) = k) = o(h),

kde pro funkci o(h) plati limp_ # = 0. Neboli pravdépodobnost vyskytu udalosti v krét-
kém intervalu je imérné intenzité procesu A a délce intervalu. Pravdépodobnost vyskytu dvou
a vice udélosti klesa k nule s klesajici délkou intervalu a to rychleji, nez délka intervalu.
Vztahy (128) dokonce charakterizuji Poissontuv proces.

Piiklad: Skodné udalosti v nezivotnim pojistént:

Piedpokladame, ze okamziky pojistnych udélosti tvori Poissoniv proces (N(t),t > 0) s kon-
stantni intenzitou A a vySe §kod Yy, k € N jsou navzajem nezavislé stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny. Bud

N(t)
St =>_ Y,
k=0
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thrn vSech skod do doby t. Spocitejme st¥edni hodnotu S(t):

ES(t) = E(E[S()IN(®)]) = ) P(N(t) = n) EIS{®)|N(t) = 1]
n=0

S s () < SO

0 k=1 n=0
= M EY,) = E(N(t)) EY;.

Tedy k thradé skodnich nakladi by méla pojistovna dostéavat od pojisténych netto pojistné
AEY] za jednotku Casu. O

Priklad: Obsluzna linka.

Predstavme si zafizeni poskytujici urcitou sluzbu — napf. pokladnu v obchodé, telefonni
linku pomoci zékazniktim apod. Chceme modelovat jeji chovani. Pfedpokladame, ze piichody
zékaznikt tvori Poissontiv proces s intenzitou A. Je-li linka obsazena, tvori se fronta. Bud
X (t) pocet zékazniki, ktefi jsou v systému (= obsluhovany zakaznik a zdkaznici ve fronté) v
¢ase t. OznaCme

) = P(X(t) = k), k=0,1,2,...,

a predpokladejme, Ze doba trvani obsluhy jednoho zékaznika je ndhodna veli¢ina T s expo-
nencialnim rozdélenim s parametrem p > 0 a doby obsluhy pro rtzné zakazniky jsou nezavislé
a nezavislé na Poissonové procesu pfichodi.

Pro chovéni systému plati:

P(béhem (t,t + h] prijde pravé jeden zékaznik) = Ah +o(h),
P(behem (t,t + h| neprijde zadny zékaznik) =1—Ah+o(h),
P(behem (t,t + h| prijde vice nez jeden zékaznik) = o(h).

P(obsluha skonéi v (¢,t + h]| zédkaznik je obsluhovan) = P(T € (t,t + h]|T > t)

1 — e mitth) _ (1 — e=1t)

= e—ut = /,Lh + O(h),

kde jsme pouzili Tayloriv rozvoj exponenciely.

P(obsluha neskonéi v (¢,t + h] | zékaznik je obsluhovan) = P(T >t + h|T > t)

e_p/(t—"_h) —}Lh
= 76—,11«1‘/ = e =1-— /Lh + O(h),
P(béhem (t,t+ h] bude obslouzen vic nez jeden zakaznik) = o(h).

Tedy
P(v systému nastane n&jaka zména) = ph + Ah + o(h),

nebot
P(behem (t,t + h| prijde a odejde stejné nenulové mnozstvi zakazniki) = o(h).
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Chceme zjistit, jak vypada limitni chovani pg(¢) pro t — co. Tedy jak vypada limitni rozdéleni
po¢tu zakazniki v systému. Pro p(¢) mizeme odvodit soustavu diferencialnich rovnic, nebot:

po(t+ h) = po(t)(1 = A+ o(h)) + p1(t)(uh + o(h)) + > p;(t)o(h),
=2

tedy
LR =000 _ (o) + pa(ty+ A,
%po(t) = —Apo(t) + pp1(t).

Obdobné pro &k =1,2,...

k—2

pr(t+h) =" pj(t)o(h) + pr_1(t) (A + o(h)) + pi(t)(1 = M — ph + o(h))
j=0
+peea(D)(ph+o(h) + Y pi(t)o(h),
j=k+2

takZe

d
Epk(t) = M\—1(t) — (A + p)pr(t) + pprs1(t), k=1,2,....

Pokud existuje pg(00) = limy_. px(t), pak pro ni plati

0 = —Apo(00) + pp1(c0),
0 = App—1(00) — (A + p)pr(00) + ppr41(c0), k=1,2,....

Oznacime-li p = %, pak FeSeni soustavy diferen¢nich rovnic je
_ k
pr(00) = p"po(c0),
a z normovaci podminky

k=0

mame, ze limitni rozdéleni existuje pokud p < 1 tedy A < p a pak

pr(00) = (1= p)p".

Tedy limitn{ rozdéleni je geometrické s parametrem p = 2. O

=
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